INTRODUGAO AO
PRIMAL

ALGORITMO SIMPLEX

Consideremos o seguinte problema de Programacéo Linear:

Maximizar F=4.X+3.Y

sujeito a:

1.X+1.Y
4 . X+1.Y

IA A
© W

X, Y=>0

Na figura seguinte representa-se as restricbes e os quatro vértices do espago de
solucdes admissiveis correspondente a este problema.

xVv
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Relativamente a este problema é facil enumerar os vértices do espaco de solugdes
admissiveis, calcular o respectivo valor da fungéo objectivo e, seleccionar a solugéo éptima,
isto &, o vértice correspondente ao maior valor da fungdo objectivo - o que faremos no
quadro seguinte:

Vértice
n° X Y F=4.X+3.Y Obs.
1 0 0 0 sol.n&o 6ptima
2 2 0 8 sol.ndo éptima
3 1 4 16 solugao optima
4 0 3 9 sol.ndo éptima

Assim, é facil indicar a solugdo 6ptima deste problema: X* =1 ; Y* = 4, a que
corresponde F* = 16.

No entanto, como ja se referiu, normalmente é incomportavel estar a enumerar os
vértices do espaco de solugdes admissiveis de um problema de Programacao Linear (com n
variaveis e m restricées), pelo que é necessario utilizar um algoritmomais eficiente.

Seguidamente, faremos uma introdugao ao Algoritmo Simplex Primal (na versao
destinada a Maximizagdo de uma fungéo objectivo), indicando e comentando os passos a
seguir para a resolugéo do exercicio apresentado.

- 1°- Re-escrever o problema na forma standard

Maximizar F=4.X+3.Y+0.Fq1 + 0.F2

sujeito a:
1. X+1.Y +1.F1 +0.F2 =3
4 X+1.Y +0.F1 +1.F2 =38

X,Y,F1,F22>0

- 2°- Arbitrar uma solugao basica inicial

Relativamente ao problema em analise (com 2 restrigbes e 4 variaveis, na ferma
standard), uma solugéo basica € constituida por 2 variaveis basicas [recorda-se que o niméro de
variaveis basicas é igual ao nimero de restrigdes] € 2 ( 2 = 4 - 2 ) variaveis nao basicas (isto &, nulas).

& Regra usual: Sempre que possivel, toma-se as variaveis de folga ccmo
variaveis basicas iniciais.

[ De notar que tal s6 é possivel quando todas as restrigbes sédo do tipo < ! ]
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Assim, ter-se-a:

S.b.a. inicial: ( X=0;Y=0; F1{=3; F2=8 ),comF=0.

- 3°- Verificagao da optimalidade da solugao em analise

Pretendemos responder a pergunta: Sera que a solu¢gado em analise ja é 6ptima ?

Para tal, € necessario

& re-escrever a funcao objectivo apenas em funcido das variaveis
nao basicas.

Normalmente, isto é, durante a aplicagdo do algoritmo, nesta altura a fungéo
objectivo ndo esta escrita apenas em fungéo das variaveis néo basicas, pelo que é preciso
fazé-lo. No entanto, dado que acabamos de tomar como variaveis basicas as variaveis de
folga (e como essas variaveis tém coeficiente nulo na funcéo objectivo), a fungéo objectivo ja
esta escrita apenas em fungdo das variaveis nao basicas:

F=4.X+3.Y+0.F{ +0.F2 +0

coeficientes das variaveis valor da funcao
nao basicas objectivo

A pergunta "Sera que a solugdao em analise ja é 6ptima ?" é equivalente a uma
outra: "Valera a pena incrementar alguma das variaveis ndo basicas ?". A resposta é
muito facil de dar depois de se ter a fungao objectivo expressa apenas em fungdo das
variaveis n&o basicas, originando o

&= Critério de optimalidade:

Quando a funcido objectivo se encontra expressa apenas em
fungao das variaveis nao basicas e algum desses coeficientes for
positivo, a solugcdo em anadlise nao é 6ptima, isto &, ainda sera possivel
incrementar o valor da fungédo objectivo (bastando, para tal, incrementar
uma variavel ndo basica com coeficiente positivo).

Conclusdo: as.b.a.emandlise ( X=0;Y=0; F1=3; F2=8 )néo é 6ptima ja
que qualquer incremento nas variaveis X e Y se traduzira num incremento (que se deseja) na
fungéo objectivo.

Dado que o Algoritmo Simplex Primal, em cada iteragdao, s6 permite a entraca
de uma nova variavel para a base [ base é o conjunto das variaveis basicas ] (com “a
consequente saida de uma variavel que estava na base), correspondendo ao salto de
um vértice do espago de solugbes admissiveis para outro, surge uma nova
preocupacao ...
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-4°- Selecgdo da variavel que entra na base

Presentemente a variavel X vale 0 e a fungéo objectivo vale 0 (F =4.X + 3.Y + 0.F
+ 0.F2 + 0) . Se se incrementar a variavel X de AX = 1 unidade, a fungéo objectivo vem
incrementada de AF = 4 . AX = 4 unidades.  Se se incrementar a variavel Y de AY =1
unidade, a funcao objectivo vem incrementada de AF = 3 . AY = 3 unidades. Deve notar-se
que se trata de incrementos da fungdo objectivo devidos a incrementos unitarios das
variaveis... Um maior "incremento unitario" ndo esta forcosamente associado a um maior
"incremento total"...

De acordo com o Algoritmo Simplex Primal,

&= Critério de seleccao da variavel que entra na base:

Deve ser escolhida a variavel (até ai ndo basica) cujo
incremento unitario se traduz no maior aumento da funciao objectivo,
isto é, deve ser escolhida a variavel que, na fungao objectivo (escrita
apenas em funcgao das variaveis nao basicas) tenha o maior valor
positivo como coeficiente.

Assim, selecciona-se a variavel X para entrar na base. Teremos, agora, que pensar
na

- 5°- Selecgdao da variavel que sai da base

Para determinarmos a variavel que deve deixar a base, deveremos tentar responder
a uma outra questdo: Qual o incremento maximo que a variavel seleccionada para
entrar na base pode tomar ?

A s.b.a.aindaemandliseé( X=0;Y=0; F1=3; F2=8 ), correspondendo a
base ( F1=3; F2=8 ). Na proxima iteracéo, a variavel X vai ser incrementada, entrando
na base. Uma das variaveis que actualmente estdo na base deixa-la-a. A variavel Y,
actualmente fora da base, continuara fora da base, isto é, continuar-se-aater Y =0.

Analisemos agora as restricbes do problema:
1.X+1.Y +1.F4 =3 1. X+1.Fq

> Y=0 -
8 4.X +1.F2

[}
w

4 X+1.Y +0.F1 +1.F2

[}
oo

Observemos, com atencdo, a 12 restrigdo escrita apenas em fungéo da Unica
variavel basica que |Ihe esta associada (F1) e da variavel X que pretendenos incrementar: -
1.X+1.F1=3 . Seincrementarmos a variavel X de uma unidade, a variavel F1{ sofre um
incremento de uma unidade (passando de 3 para 4). Genericamente, se incrementarmos de

AX a variavel X, a variavel F1 vem também incrementada de AX. Tal ocorre porque =1 . X'+

1.F1=3oF1=(3+1.X)/1,isto é, o sinal negativo do coeficiente de X na primeira
restricdo expressa apenas em fungao da Unica variavel basica que Ihe esta associada (F1)

da variavel X que pretendenos incrementar (=1 . X + 1. F1 = 3) mostra que a primeira
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restricdo ndo limita o aumento da variavel X, o que alias se pode observar na figura
seguinte.

i ‘| i >
X

A solugdo em analise corresponde ao vértice 1e pretende-se incrementar a variavel
X, mantendo nula a variavel Y, isto é, pretendemos deslocar-nos ao longo do eixo X, para.a
direita. Como se vé, essa deslocagéo nao é limitada pela 12 restri¢do.

Observemos agora, com atencdo, a 22 restricao escrita apenas em fungdo da
Unica variavel basica que lhe esta associada (F2) e da variavel X que pretendenos
incrementar: 4. X +1.F2 = 8 . Se incrementarmos a variavel X de uma unidade, &
variavel F2 sofre um decremento de quatro unidades. Assim, ao aumentarmos o valor aa
variavel X, é preciso ter-se em atencdo que a variavel F2 diminui a8 medida que X
aumenta e que nao pode tomar valores negativos !  Assim, o maior valor que X pode
tomar estara associado ao menor valor possivel de F2 ,istoé F2 =0

4X+1F2=8 = 4.Xmax+1.0=8 L= Xmax=8/4=2

Conclusao: a segunda restricdo limita o aumento da variavel X ao maximo de 2
unidades, o que se pode observar na figura seguinte.
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A deslocagao ao longo do eixo X, para a direita é limitada pela 22 restrigéo,
correspondendo ao valor Xmax =2 .

Acabamos de descobrir que X entrara na base com o valor 2, devendo F2 sair da
base !

Generalizando os conceitos apresentados, poderemos enunciar o

& Critério de selecgao da variavel que sai na base:

Considere-se as restricbes do problema de Programacio
Linear, na sua apresentagdo matricial A.X=b, cada uma delas
escrita apenas em fungdo da uUnica variavel basica que lhe esta
associada e da(s) variavel(eis) nao basicas.

Seja Xk a variavel que se pretende incrementar.

O incremento maximo de Xk sera dado por

Max Xk =min ( bj / ajk ) i=1,2,...,m para ajk >0 (%).
i

Se o incremento maximo de Xk for obtido pelo quociente
relativo a r-ésima restrig¢ao, isto é, se

Max Xk =min ( bj / ajx )= br / ark ,
i

a variavel basica correspondente a r-ésima restricio devera deixar a
base, cedendo o seu lugar (mas ndo necessariamente o seu valor) a
variavel Xk que entra para a base.

Nota(*): Se ajx <0, ai-ésima restricdo nao limita o aumento da variavel X .

Retomemos o problema em andlise: sabemos que agora X =2, Y =0e F2 = 0.
Para se determinar o valor da variavel F1 na nova base, basta recorrermos a 12 restricdo -
X+Y+Fq =3 e substituirmos X por 2, obtendo-se F{ = 5. O valor da fungdo objectivo
obtém-se faciimente: F = 4. X+3.Y = 4.2+3.0 = 8.

Assim,anovas.b.a.é: ( X=2;Y=0; F{=5; F2=0 ),comF=38.

Antes de iniciarmos a segunda iteracdo, realcemos um aspecto para o qual se
chamara ja a vossa atencado: o critério de selecgcéo da variavel que entra na base selecciona
a variavel correspondente ao maior "incremento unitario" da fungdo objectivo e, um maicy
"incremento unitario” ndo esta forgosamente associado a um maior "incremento total"...
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Se observarmos a representacao grafica do espago de solugbes admissiveis deste
problema, poderemos constatar que o Algoritmo Simplex Primal fez-nos saltar do vértice 1

correspondente a origem do referencial, para o vértice 2 (X=2;Y=0)a que corresponde
ovalorF = 4.2+3.0 = 8. Tal ocorreu porque o incremento unitario da fungao objectivo
assocido a variavel X era de 4 unidades e o incremento unitario da fungdo objectivo
associado a variavel Y era de "apenas" 3 unidades (pelo que se seleccionou a variavel X
para entrar na base).

O que aconteceria se tivéssemos saltado do vértice 1 nao para o vértice 2 mas

para o outro vértice adjacente, o 4 (X=0;Y=3)7? A fungao objectivo teria passado de 0
para F = 4. 0+3.3 =9. Ora caesta um caso em que se se tivesse feito entrar para a
base a variavel Y correspondente a um menor incremento unitario ( 3 ), em vez da variavel-X
( 4 ), a funcéo objectivo teria tido um maior incremento total ! Entdo porque é que ©
Algoritmo Simplex Primal ndo selecciona para entrar na base a variavel que provoca
um maior incremento total na fungao objectivo (em vez do maior incremento unitaria)
? Resposta: por uma questdo de simplicidade! E muito mais simples implementar
informaticamente o critério de seleccdo da variavel a entrar para a base adoptado pel2
Algoritmo Simplex Primal do que o critério alternativo que se referiu... E para além de mais
simples é seguramente mais rapido em cada iteragdo... mas pode conduzir a um maior
numero de iteragdes... embora se obtenha uma eficiéncia global superior.

Comecemos agora a 22 iteragao !

Como se referiu,anovas.b.a.é: ( X=2;Y=0; F1=5; F2=0 ),comF=8.
Torna-se pertinente a pergunta: Sera que é optima ? [ Claro que nds ja sabemos, por simples

andlise da representacado grafica, que a resposta é negativa... Mas a pergunta é pertinente nesta fase da resolugao
de um qualquer problema de Programacgao Linear ! ]

Esta questdo leva-nos, de novo ao terceiro passo do Algoritmo Simplex Primal, ja
apresentado
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- 3%2uter) - Verificagcao da optimalidade da solugcdao em analise

Recordemo-nos que é necessario

& re-escrever a funcdo objectivo apenas em funcdo das variaveis
ndo basicas.

Neste momento, a fungédo objectivo deve ser re-escrita apenas em funcdo das
variaveis Y e F2.

Recordemo-nosque F = 4 . X + 3.Y + 0.F1 + 0.F2 + Oequea

segunda restricdioé 4.X+1.Y+1.F2 = 8. Poderemos re-escrever esta restricao

=-1/4.Y -1/4.F2 + 2 e fazer a correspondente substituigdo na fungdo objectivo:
F=4.(-14.Y-14.F2 +2) +3.Y+0.F1 + 0.F2 + 0, obtendo-se, assim,

F=0.X+2.Y+0.F{ -1.F2 + 8 .
] ]

coeficientes das variaveis  valor da funcao
nao basicas objectivo

Recordando-nos do
&= Critério de optimalidade:

Quando a fungado objectivo se encontra expressa apenas em
fungao das variaveis nao basicas e algum desses coeficientes for
positivo, a solugao em analise nao é 6ptima, isto &, ainda sera possivel
incrementar o valor da fungdo objectivo (bastando, para tal, incrementar
uma variavel ndo basica com coeficiente positivo),

poderemos concluir que a s.b.a. em analise ( X=2;Y=0; F{=5; F2=0 )nao é 6ptima
ja que qualquer incremento na variavel Y se traduzira num incremento (que se deseja) na
funcao objectivo, pelo que poderemos avangar para

- 4°2ater] - Selecgdo da variavel que entra na base

De acordo com o

& Critério de selecgao da variavel que entra na base:

Deve ser escolhida a variavel (até ai ndo basica) cujo
incremento unitario se traduz no maior aumento da fungao objectivo,
isto é, deve ser escolhida a variavel que, na fung¢ao objectivo (escrita
apenas em fung¢ao das variaveis ndo basicas) tenha o maior vaior
positivo como coeficiente,

ndo temos qualquer duvida: a variavel Y deve entrar para a base. Teremos, agora, que
pensar na

49



- 5%2ter] - Selecgao da variavel que sai da base

Recordemos as restrigbes do problema:

A4.X+1.Y+1.F1 = 3
4.X+1.Y+1.F2 =8

Da segunda restrigéo, tem-se X=-1/4.Y -1/4 . F2 + 2, que se pode substitur na
primeira restricdo: -1.(-1/4.Y-1/4.F2+2)+1.Y+1.F1 = 3 , obtendo-se, entdo
54.Y+1.F1 =5

0.X+514.Y+1.F1+1/4.F2 =5
Como F2 = 0, temos
8 4.X+ 1.Y =8

4 X+ 1 . Y+0.F1+ 1 .F2

Poderemos, agora, determinar o maior incremento possivel para Y:

Ymax = min(5/54 ; 8/1) = 5/54 =4 = Fq deve sair da base, ou seja, Y
=4 ;F1=0;F2 =0. Substituindo na segunda restricao, obtém-se X = 1. O valor
correspondente da funcao objectivo obtém-se facilmente: F=4. X+3.Y=4.1+3 .4 =16.

Assim,anovas.b.a.é: ( X=1;Y=4; F{=0; F2=0 ),comF=16.

Podemos observar o "percurso grafico" seguido pelo Algoritmo Simplex Primal:
inicia-se com a s.b.a. correspondente ao vértice 1 (0;0)comF =0, salta para o vértice 2 (

2;0) a que corresponde F = 8 e agora saltou para o vértice 3 (1;4)aque corresponde F

=16:
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Estar-se-a perante a solugdo 6ptima do problema ? Ainda que ja saibamos
previamente a resposta a esta questdo, vamos ver como é que o Algoritmo Simplex Primal
nos da a resposta.

Comecemos entao a 3? iteragao !

- 3%z3uter) - Verificagao da optimalidade da solugdao em analise

Recordemo-nos que é necessario
& re-escrever a funcao objectivo apenas em funcido das variaveis

nao basicas.

Neste momento, a fungdo objectivo deve ser re-escrita apenas em fungdo das
variaveis F1 e F2. Comecemos por manipular algebricamente as restrigdes:

-3 [1]

A4.X+1.Y+1.F1 =3 1.X-1.Y-1.F

4.X+1.Y+1.F2 = 8 4.X+1.Y+1.F2 = 8 [2]

5.X-1.F{+1.F2 =5
< X=1+1/5.F1-1/5.F2 [3]
De[1]e[3]obtém-se Y=4-4/5.F1-1/5.F2 [4]
Recordemo-nosque F = 4 . X + 3.Y + 0.F1 + 0.F2 + 0. Se nesta expressao

substituirmos X e Y, respectivamente, pelos segundos membros das igualdades [3]e [4],
obteremos F=4.(1+1/5.F1-1/5.F2)+3.(4-4/5.F1-15.F2)+0.F1+0.F2+0,

ouseja, F=0.X +0.Y -8/5.F1 -7/5.F2 + 16.

coeficientes das variaveis valor da funcao
nao basicas objectivo

Recordando-nos do

&= Critério de optimalidade:
Quando a fung¢ao objectivo se encontra expressa apenas em
fungao das variaveis nao basicas e algum desses coeficientes for
positivo, a solugdo em andlise nao é 6ptima,

poderemos concluir que a s.b.a. em andlise ( X=1;Y=4; F1=0; F2=0 )aque
corresponde F = 16 ja é dptima, isto é

A solugao 6ptima do problema é:

(X*=1;Y*=4; F1*=0; F2*=0 ),comF*=16.
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Poderemos agora recordar os passos a seguir na resolucdo de um problema de

Programacao Linear com o Algoritmo Simplex Primal, que se acabou de introduzir:

-1°.

-20.

Re-escrever o problema na forma standard
& Introduzir variaveis de folga.
Arbitrar uma solugao basica inicial

@& Regra usual: Sempre que possivel, toma-se as varidveis de folga como
variaveis basicas iniciais.

REPETIR
- 3°- Verificagdo da optimalidade da solu¢ao em andlise

& re-escrever a fungao objectivo apenas em funcido das variaveis néo

basicas.

& Critério de optimalidade:
Quando a fungdo objectivo se encontra expressa apenas

em analise ndo é optima.

-4°- Selecgao da varidavel que entra na base
& Critério de selecgao da variavel que entra na base:

basicas) tenha o maior valor positivo como coeficiente.

- 5°- Seleccao da variavel que sai da base
& Critério de selecgao da variavel que sai na base:

nao basicas.
Seja Xk a variavel que se pretende incrementar.
O incremento maximo de Xk sera dado por
Max Xk =min( bj / ajx ) i=1,2,...,m para ajx >0 (*).
i
r-ésima restrigao, isto é, se

Max Xk =min ( bj / ajk )= br / ark ,
i

Nota (*): Se ajx <0, ai-ésima restrigdo ndo limita o aumento da variavel X\~

ATE SE ATINGIR A SOLUGAO OPTIMA
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fungdo das variaveis ndo basicas e algum desses coeficientes for positivo, a solugéo

Deve ser escolhida a variavel (até ai ndo basica) cujo incremento
unitario se traduz no maior aumento da fung¢ao objectivo, isto &, deve ser escolhida a
variavel que, na fungdo objectivo (escrita apenas em funcdo das varidveis nao

Considere-se as restricbes do problema de Programacao
Linear, na sua apresentacdo matricial A.X=Db, cada uma delas escrita apenas
em funcdo da unica variavel basica que lhe esta associada e da(s) variavel(eis)

Se o incremento maximo de Xk for obtido pelo quociente relativo a

a variavel basica correspondente a r-ésima restricdo devera deixar a base, cederido o
seu lugar (mas ndo necessariamente o seu valor) a variavel Xk que entra para a kase.



O ALGORITMO SIMPLEX PRIMAL

Consideremos o problema de Programagao Linear ja apresentado na "Introdugéo ao
Algoritmo Simplex Primal":

Maximizar F=4.X+3.Y
sujeito a:

1. X+1.Y
4. X+1.Y

IAIA
0 w

X,Y>0

Comecemos por re-escrever o problema na forma standard:

Maximizar F=4.X+3.Y+0.Fq1 + 0.F2

sujeito a:
-1.X+1.Y +1.F1 +0.F2 =3
4 .X+1.Y +0.F1 +1.F2 =8

X,Y,F1,F22>0

Re-escrevamos F=4.X+3.Y+0.F1+0.F2

na forma equivalente F-4X-3.Y+0.F1 + 0.F2=0.

Poderemos, entao, apresentar o problema na forma seguinte:
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Max. F
-1.X+1.Y +1.F1 +0.F2 =3
4 . X+1.Y +0.F1 +1.F2 =8
F-4.X-3.Y+0.F1 +0.F2 =0
X,Y,FH,F22>0,
ou na representacao tabular equivalente:
X Y F1 Fo T.1.
-1 1 1 0 3
4 1 0 1 8
F -4 -3 0 0

O quadro anterior diz-se um "Quadro do SIMPLEX" pois apresenta as seguintes
caracteristicas:

. E possivel identificar uma variavel basica associada a cada restrigao.
Uma variavel pode considerar-se basica associada a uma restricdo se o seu coeficiente
na linha que representa essa restrigdo no Quadro do Simplex (QS) for unitario, sendo
nulos todos os demais coeficientes dessa varidvel nas restantes linhas do QS (incluindo
a linha que representa a fung&o objectivo). E habitual utilizar-se a "coluna exterior
esquerda" para identificar as variaveis basicas; relativamente a este problema ter-se-ia:

X Y Fq Fo T.I
F1 -1 1 1 0 3
F2 4 1 0 1
F -4 -3 0 0
. Num QS a fung¢ao objectivo estd sempre representada apenas em

funcgao das variaveis ndo basicas. Assim, o coeficiente das variaveis basicas na linha
que representa a funcido objectivo, € sempre nulo (como alias decorria da primeira
caracteristica apresentada anteriormente).

De realgar que se apresentara o Algoritmo Simplex Primal para resolver
problemas de maximizagao (MaxF=cq1.Xq1+ c2.X2 +...+¢cn.Xp )eque,nos QS a
fungéo objectivo sera escritanaforma F-cq1.X1-¢c2.X2 -...-cn.Xp = 0.

. No Algoritmo Simplex Primal, um Quadro do Simplex corresponde
sempre a uma solucdo basica admissivel, isto é, a um vértice do espaco de
solugdes admissiveis.

° Os termos independentes ( T.l. ), indicados na "coluna exterior direita",
correspondem aos valores assumidos pelas variaveis basicas e pela fungdo
objectivo, relativas a s.b.a. a que corresponde o QS. Assim, a leitura do GS
apresentado permite concluir-se estarmos perante a base ( F1 =3 ; F2 =8 ) a oue
corresponde o valor da funcéo ojectivo F = 0. Como X e Y nado pertencem a bace,
conclui-se que X=Y =0.
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O Algoritmo Simplex Primal baseia-se nos principios apresentados na "Introdugao ao
Algoritmo Simplex Primal" e na utilizagdo dos "Quadros do Simplex" que condensam a
informacgao relevante de um modo mais eficiente.  Os calculos aparentemente fastidiosos
apresentados na "Introdugéo ao Algoritmo Simplex Primal" seréo feitos de um modo expedito
gragas a utilizagédo dos QS.

Assim, um primeiro passo para a resolu¢gao de um problema de Programacgao
Linear consiste na elaboragao de um primeiro "Quadro do Simplex" correspondente a
uma s.b.a. inicial.

& Desde ja se chama a atengéo para o facto da representagdo tabular inicial de
um problema de Programacéo Linear n&o ser obrigatoriamente um "Quadro do
Simplex" ! ... Com efeito, basta que uma restricdo seja do tipo > para que a
representacdo tabular inicial do problema n&do seja um "Quadro do Simplex" !
Voltaremos posteriormente a esta questao...

Relativamente ao problema em analise o primeiro "Quadro do Simplex" é o seguinte:

X Y Fq Fo T.l.
F1 -1 1 1 0 3
Fa 4 1 0 1
F 4 3 0 0

Recordemo-nos de algumas nocgbes apresentadas na "Introdugcdo ao Algoritmo
Simplex Primal": Depois de se ter arbitrado uma s.b.a. inicial, a primeira preocupacao
consistia em verificar a optimalidade da solugao em analise. O critério de optimalidasle
enunciava: Quando a fun¢ao objectivo se encontra expressa apenas em fungao das
variaveis nao basicas e algum desses coeficientes for positivo, a solugdo em analise

nao é 6ptima.

Dado que na apresentacdo tabular utilizada no Algoritmo Simplex Primal a fungao

objectivo

Max F =
F-c1.X4-c¢c2.X2 -...

c1.X1+ c2.X2 + ..
-cn - Xn = 0, poderemos apresentar o

+ cn - Xn

é escrita na forma

& Critério de optimalidade do Algoritmo Simplex Primal:

objectivo, a solugdo em analise ndo é 6ptima.

Quando num "Quadro do Simplex" se pode observar, pelo
menos, um coeficiente negativo na linha correspondente a fungao

X Y F1 F2 T.l.
F1 -1 1 1 0 3
F2 4 1 0 1 8
F -4 -3 0 0

1 1

Por simples inspec¢cao do "Quadro do Simplex" apresentado acima, poder-se-a
concluir que a correspondente s.b.a(X=0;Y=0;F1=3; F2=8)nao é 6ptima.

E, também, muito facil indicar o
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&= Critério do Algoritmo Simplex Primal para selec¢ao da variavel que entra
na base:

Deve ser incrementada a variavel com o coeficiente mais
negativo na linha correspondente a fungao objectivo.

Assim, por simples inspecgédo do "Quadro do Simplex" apresentado acima, poder-se-
-4 concluir que a variavel X deve ser incrementada (ja que o seu coeficiente na linha
correspondente a fungao objectivo é o mais negativo: -4 ), o que se pode assinalar do modo
seguinte:

Y F1 F2 T.1.
F1 -1 1 1 0 3
F2 4 1 0 1
F -4 -3 0 0
T

Qual o incremento maximo a dar a variavel X ? E qual das variaveis Fq ou F2 deve
deixar a base ? Para responder a estas questdes deveremos recordar-nos do
& Critério do Algoritmo Simplex Primal para selecgéo da variavel que sai na

base:
Considere-se as restricbes do problema de Programacio
Linear, na sua apresentacdo matricial A.X=b, cada uma delas
escrita apenas em fung¢ao da unica variavel basica que lhe esta
associada e da(s) variavel(eis) nao basicas.

Seja Xk a variavel que se pretende incrementar.

O incremento maximo de Xk sera dado por

Max Xk =min( bj / ajk ) i=1,2,...,m para ajk >0 (*).
i

Se o incremento maximo de Xk for obtido pelo quociente
relativo a r-ésima restrig¢ao, isto é, se

Max Xk =min ( bj / ajk )= br / ark ,
i

a variavel basica correspondente a r-ésima restricido devera deixar a
base, cedendo o seu lugar (mas ndao necessariamente o seu valor) a
variavel Xk que entra para a base.

Nota(*): Se ajx <0, ai-ésima restricao nao limita o aumento da variavel X .

Assim, deveremos comegar por calcular os incrementos Aj = bj / ajk para todss
as restrigbes i=1,2, ..., m desde que ajk >0 . O novo valor de Xk sera igual @
A=min ( Aj ) . Aproveitando o "Quadro do Simplex" poderemos acrescentar uma "coluna
exterior a direita":
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X Y F1 F2 T.1. Aj
F1 -1 1 1 0 3 — )
F2 4 1 0 1 8 8/4
F -4 -3 0 0 0 A=2
T
Nota(*): aqq <0, pelo que a 1? restricdo nao limita o aumento da variavel X.

Como o minimo dos valores de Aj corresponde a segunda restricdo (segunda linha
do "Quadro do Simplex", assinalou-se a direita essa linha com « , indicando ser nesta
restricdo que se vai proceder a troca de variaveis na base.
variavel X e sai da base a variavel F2 (que era a variavel basica "associada a segunda
restricdo"). F{4 manter-se-a a variavel basica "associada a primeira restricao".

Assim, entra para a base a

Podemos desde ja indicar a base correspondente ao proximo "Quadro do Simplex":
(Fq, X)) e proceder ao seu "preenchimento prévio":

X

Y

Fq

F2

T.l.

2

F1
X
F

0
1
0

1
0
0

O "preenchimento prévio" efectuado corresponde apenas a indicacdo da nova base
e do valor que a variavel que acaba de entrar na base vai tomar ( X tomara o valor 2, que foi
o valor de A determinado no Quadro anterior).

&

Para preenchermos o resto do Quadro deveremos comegar por escrever e

destacar a "Linha-Pivot", isto é a linha correspondente a restricdo onde se operou a troca

de variaveis na base.

Para se obter a "Linha-Pivot" deve dividir-se os coeficientes da correspondente linha
do Quadro anterior pelo coeficiente (nessa linha) da variavel que acaba de entrar para a
base. Assim, obtém-se o coeficiente unitario dessa variavel nessa linha.

X Y F1q F2 T.l.
4 1 0 1 8
F
Dividindo por 4Q>
X Y F1q Fo T.l.
1 1/4 0 1/4 2
F

Completemos o Quadro com os elementos do
destaquemos a "Coluna-Pivot" correspondente a variavel que acabou de entrar na base.
Sera a partir da "Coluna-Pivot" e da "Linha-Pivot" que se fara o preenchimento do resto do

Quadro.

X

Y

F1

F2

"preenchimento prévio™ e

T.l.

F1
X

1

1/4

2

F

0
1 1/4
0

Para obtermos uma linha do novo Quadro "multplicaremos" a "Linha-Pivot" do novo
Quadro pelo simétrico do coeficiente do Quadro anterior correspondente a variavel que
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entrou para a base e "soma-se" a linha correspondente do Quadro anterior.  ( Hum... muito
complicado de se enunciar... mas, muito simples de fazer!)

Comecemos pela primeira linha:

Quadro | x Y F1 Fo | T.L
Anterior Fi | -1 1 1 o | 3

Simétrico do coeficiente do Quadro anterior correspondente a variavel que entrou
paraabase=-(-1)=+1

(+1)x | 1 1/4 0 1/4 | 2
+ | -1 1 1 o | 3
Nova

Linha 0 5/4 1 114 5
X Y F1 F2 T.l
F1 0 5/4 1 114 5
X 1 1/4 0 1/4 2

F 0

Passemos a terceira linha:

Quadro | Xx Y F1 F | T.L
Anterior F | -4 -3 0 o | o

Simétrico do coeficiente do Quadro anterior correspondente a variavel que entrou
para a base=-(-4)=+4

(+4)x| 1 1/4 0 14 | 2
| -4 -3 0 o | o

Nova
Linha 0 -2 0 1 8
X Y F1q F2 T.l
F1q 0 5/4 1 1/4 5
1 1/4 0 1/4 2
F 0 -2 0 1 8

E ja esta! O segundo "Quadro do Simplex" ! Olhando para a ultima linha
constatamos nao se tratar ainda da solugao 6ptima:
X Y F1 F2 T.I.
F1q 0 5/4 1 1/4 5
1 1/4 0 1/4 2
F 0 -2 0 1 8
T

A variavel Y deve entrar para a base. Determinemos agora qual a variavel que deve
sair da base:
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X Y F1 F2 T.1. Aj
F1 0 5/4 1 1/4 5 5/(5/4) <«
X 1 1/4 0 1/4 2 2/(1/4)
F 0 -2 0 1 8 A=4
T

Concluséo: Fq deve deixar a base, cedendo o seu lugar a variavel Y.
Avancemos agora mais rapidamente para o terceiro "Quadro do Simplex":

"Preenchimento prévio":

X Y F1 F2 T.l.
Y 0 1 4
X 1 0
F 0 0
"Linha-Pivot":
X Y F1q F2 T.l
0 5/4 1 1/4 5
F
Dividir a primeira linha por 5/42),
X Y F1 F2 T.1
0 1 4/5 1/5 4
F
X Y F1q F2 T.l
Y 0 1 4/5 1/5 4
X 1 0
F 0 0
Segunda linha:
Quadro X Y F1 Fo T.I.
Anterior 1 1/4 0 1/4 2

Simétrico do coeficiente do Quadro anterior correspondente a variavel que entrou
para a base =-(1/4)

-(114)x| 0 1 a/5 15 | 4
+ | 1 1/4 0 174 | 2
Nova
Linha 1 0 -1/5 1/5 1
| Xx Y F1 F | T.L
Y | o 1 4/5 15 | 4
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X | 1 0 -1/5 115 | 1
F | o 0 [

Passemos a terceira linha:

Quadro | Xx Y F1 F | T.L
Anterior F | o -2 0 1 ] 8

Simétrico do coeficiente do Quadro anterior correspondente a variavel que entrou
para a base=-(-2)=+2

(+2)x] 0 1 a/5 15 | 4
| o -2 0 1 | 8
Nova
Linha 0 0 8/5 7/5 16
X Y F1q Fo T.l.
Y 0 1 4/5 1/5 4
X 1 0 -1/5 1/5 1
F 0 0 8/5 7/5 16
E ja esta! O terceiro "Quadro do Simplex" !  Olhando para a ultima linha

constatamos tratar-se (finalmente...) da solugao 6ptima ! ( os coeficientes das variaveis nao
basicas na linha correspondente a fung&o objectivo sdo positivos )

Ou seja, tal como ja haviamos determinado graficamente,

*=1;Y*=4;F1*=0;F2*= ; F*=16 .

Poderemos, agora, recordar de modo mais condensado a resolugédo do problema

Maximizar F=4. X+3.Y
sujeito a:

1.X+1.Y <3

4 .X+1.Y <8

X,Y>0

pelo Algoritmo Simplex Primal:
Y Fq Fa T.I. Aj Quadro

F1 -1 1 1 0 3 Inicial
F2 4 1 0 1 8 8/4 «
F -4 -3 0 0 0 A=2 X=0;Y=0
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Simplex Primal:

T F=0
X Y F1q F2 T.l. Aj
F1 0 5/4 1 1/4 5 5/(5/4) « 12 Iteracao
X 1 1/4 0 1/4 2 2/(1/4)
F 0 -2 1 8 A=4 X=2;Y=0
T F=8
X Y F1q F2 T.l. 22 Iteragao
Y 0 1 4/5 1/5 4
X 1 0 -1/5 1/5 1 X*=1;Y"=4
F 0 0 8/5 7/5 16 F*=16
Sol. Optima

Resolvamos agora um novo problema de Programacao Linear utilizando o Algoritmo

Maximizar F=2. X+ 3.Y

sujeito a:
1.X+3.Y < 12
1.X+1.Y< 6
2.X+1.Y <10
X,Y>0
X Y Fq F2 F3 T.I Aj Quadro
F1q 1 3 1 0 0 12 12/3 <« Inicial
F2 1 1 0 1 0 6 6/1
F3 2 1 0 0 1 10 10/1 X=0;Y=0
F -2 -3 0 0 0 0 A=4 F=0
T
X Y Fq F2 F3 T.l Aj
Y 1/3 1 1/3 0 0 4 4/(1/3) 12 lteracao
Fa 2/3 0 -1/3 1 0 2 2/(213) «
F3 5/3 0 -1/3 0 1 6 6/(5/3) X=0;Y=4
F -1 0 1 0 0 12 A=3 F=12
T
X Y Fq Fo F3 T.1. 22 Iteragao
Y 0 1 1/2 -1/2 0 3
X 1 0 -1/2 3/2 0 3 X*=3;Y*=3
F3 0 0 1/2 -5/2 1 1 F*=15
F 0 0 1/2 3/2 0 15 Sol. 6ptima

Na resolugéo do problema anterior, o0 Quadro do Simplex inicial corresponde (em
termos graficos) a origem do referencial, isto é, (X ,Y )=(0,0)comF =0.

O Quadro

correspondente a primeira iteracao refere-se a solugado (X ,Y )=(0,4)comF =12 O
Quadro correspondente a segunda iteragao refere-se a solugdo 6ptima ( X* , Y*)=(3:3)
com F* =15.
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Maximizar F=3.X+3.Y

sujeito a:
1.X+3.Y <12
1.X+1.Y< 6
2.X+1.Y <10
X,Y=>0
X Y F1q F2 F3 T.1. Aj Quadro
F1 1 3 1 0 0 12 12/1 Inicial
F2 1 1 0 1 0 6 6/1
F3 2 1 0 0 1 10 10/2 « X=0;Y=0
F -3 -3 0 0 0 0 A=5 F=0
0 T
Nota: Em caso de "empate", optaremos pela variavel "empatada" que primeiro aparecer na "lista de variaveis".
X Y Fq F2 F3 Tl Aj
F1q 0 5/2 1 0 -1/2 7 7/(5/2) 12 Iteragao
F2 0 1/2 0 1 -1/2 1 1/(1/2)  «
X 1 1/2 0 0 1/2 5 5/(1/2) X=5Y=0
F 0 -3/2 0 0 3/2 15 A=2 F=15
T
X Y Fq Fo F3 T.1. 22 Iteragao
F1 0 0 1 -5 2 2
Y 0 1 0 2 -1 2 X*=4;Y"=2
X 1 0 0 -1 1 4 *=18
F 0 0 0 3 0 18 Sol. 6ptima

Observemos com atengdo o Quadro do Simplex anterior. Trata-se de um Quadro

correspondente a uma solugao optima, ( X*, Y* )= (4, 2), ja que na linha que representa

a funcao objectivo ndo ha coeficientes negativos.

No entanto, uma observagdo mais

cuidadosa permite-nos constatar que o coeficiente da variavel ndo basica F3 nessa linha ri7io

€ negativo, mas também n&o é estritamente positivo !

Ora se esse coeficiente nao fosse

igual a zero, mas apenas "ligeiramente" negativo, diriamos nao estar perante a solugdo

o6ptima e incrementariamos a variavel F3 .

fazendo-a entrar para a base...

Experimentemos incrementar essa variavel,

X Y F1 F2 F3 T.1. Aj 22 lteragao
F1 0 0 1 -5 2 2 2/2 <«
Y 0 1 0 2 -1 2 — X*=4;Y*=2
X 1 0 0 -1 1 4 4/1 *=18
F 0 0 0 3 0 18 A=1 Sol. éptima

T

X Y F1 F2 F3 | T.L 3? Iteragdo
F3 0 0 1/2 -5/2 1 1 «
Y 0 1 112 -1/2 0 3 X*=3;Y*=3
X 1 0 -1/2 3/2 0 3 F*=18
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F 0 0 0 3 0o | 18 Sol. 6ptima
T

O novo Quadro corresponde a uma nova solugéo basica optima ! [ E claro que o valor
da fung&o objectivo permanece inalteravel, pois ja era o valor éptimo F* = 18 ] . A nova solugdo basica
admissivel optima é ( X*,Y*)=(3, 3).

Observemos com cuidado a linha que representa a fungéo objectivo. a semelhanga
do que ja haviamos notado, o coeficiente da variavel ndo basica Fq nessa linha é nulo. Ora
se esse coeficiente nao fosse igual a zero, mas apenas "ligeiramente" negativo, diriamos néo
estar perante a solugdo 6ptima e incrementariamos a variavel F1. Se experimentarmos
incrementar essa variavel, fazendo-a entrar para a base...

X Y F1q F2 F3 T.l. Aj 3? Iteragao
F3 0 0 1/2 -5/2 1 1 1(1/2)  «
Y 0 1 1/2 -1/2 0 3 3/(1/2) X*=3;Y*=3
X 1 0 -1/2 3/2 0 3 — F*=15
F 0 0 0 3 0 18 A=2 Sol. 6ptima
T

Conclusao: Deve entrar para a base a variavel F{ (correspondendo a primeira linha
do novo Quadro) em substituicdo da variavel F3 . Mas essa é exactamente a solugédo
basica admissivel correspondente ao Quadro respeitante a segunda iteracdo! Ou seja, 0
"2° Quadro" remete-nos para o "3° Quadro" e vice-versa !

Poderemos assim concluir que se na linha que representa a fungao objectivo
num Quadro do Simplex ndo houver coeficientes negativos, mas se um coeficiente
correspondente a uma variavel ndo basica for nulo, entdo estaremos perante uma
situacao de mutiplicidade de solugées 6ptimas !

Relativamente ao problema em analise, o Algoritmo Simplex Primal indica-ncs que
séo optimas as duas solugdes basicas admissiveis correspondentes a ( X,Y )=(4,2)e
(X,Y)=(3, 3), sendo ainda éptimas todas as solu¢des resultantes da combinacad:linear
convexa dessas duas solugdes basicas admissiveis, isto é

(X*,Y*)=r.(4,2)+(1-1).(3,3) ; 2e[0,1].

Em termos graficos, ter-se-ia:

Ym

Recordemos a sequéncia dos Quadros do Simplex correspondentes a resolugéo
deste problema:
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X Y F1q F2 F3 T.1. Aj Quadro
F1 1 3 1 0 0 12 12/1 Inicial
F2 1 1 0 1 0 6 6/1
F3 2 1 0 0 1 10 10/2 « X=0;Y=0
F -3 -3 0 0 0 0 A=5 F=0
0 0
Nota: Em caso de "empate", optaremos pela variavel "empatada" que primeiro aparecer na "lista de variaveis".
X Y Fq F2 F3 T.l. Aj
Fq 0 5/2 1 0 -1/2 7 7/(5/2) 12 lteragao
F2 0 1/2 0 1 -1/2 1 1/(1/2)  «
X 1 1/2 0 0 1/2 5 5/(1/2) X=5Y=0
F 0 -3/2 0 0 3/2 15 A=2 F=15
T
X Y Fq F2 F3 T.1. Aj 22 lteragao
F1 0 0 1 -5 2 2 2/2 <«
Y 0 1 0 2 -1 — X*=4;Y*=2
X 1 0 0 -1 1 4 /1 F*=18
F 0 0 0 0 18 A=1 Sol. 6ptima
T
X Y F1q F2 F3 T.l. Aj 3? Iteragao
F3 0 0 1/2 -5/2 1 1 1/(1/2)
Y 0 1 1/2 -1/2 0 3 3/(1/2) X*=3;Y*=3
X 1 0 -1/2 3/2 0 3 — *=15
F 0 0 0 3 0 18 A=2 Sol. 6ptima
T
(X*,Y*)=A.(4,2)+(1-1).(3,3) ; Ae[0,1].
Consideremos agora o seguinte problema de Programacéao Linear:
Maximizar F=-2. X+4.Y
sujeito a:
-4 . X+2.Y < 1
-1.X+2.Y < 6
X,Y>0
X Y F1q Fo T.I. Aj Quadro
F1 -4 2 1 0 1 1/2 <« Inicial
Fo -1 2 0 1 6 6/2 X=0;Y=0
F 2 -4 0 0 0 A=1/2 F=0
T
X Y F1q F2 T.l. Aj 12 Iteracao
Y -2 1 1/2 0 1/2 —
F2 3 0 -1 1 5 5/3 « X=0;Y=1/2
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F | -6 0 2 0 | 2 Ja=5m3 F=2
0
X Y F1 F2 T.l Aj 12 Iteragdo
Y 0 1 -1/6 2/3 23/6 —
X 1 0 -1/3 1/3 5/3 — X*=5/3 ; Y* = 23/6
F 0 0 0 2 12 A=7? F*=12
T Sol. 6ptima
nao Unica!

Observemos o que se passou na resolucdo deste problema: inicialmente analisou-
-se a origem do referencial (X, Y )= (0, 0) com F = 0, constatando-se nédo se tratar da
solugdo optima. Com a entrada de Y para a base, passou-se, entdo, para ( X , Y ) =
=(0,1/2)com F = 2, que ainda ndo corresponde a solugdo optima. De seguida, entrou X
para a base, passando-se a ( X, Y )= (5/3, 23/6 ) com F = 12, tendo-se verificado tratar-se
de uma solugdo 6ptima. No entanto, a existéncia de um coeficiente nulo correspondente a
uma variavel ndo basica na linha da fungdo objectivo indica-nos uma situagdo de
multiplicidade de solugbes 6ptimas.

Para determinar a outra solugéo basica admissivel 6ptima incrementamos a variavel
F1 . No entanto, quando se vai investigar qual a variavel da base ( X ou Y ) que sai da base
para dar lugar a Fq constata-se que nenhuma dessas variaveis ( X ou Y ) limita o aumento
da variavel F1 , isto é, pode-se aumentar Fq tanto quanto se pretender, sem qualquer
restricdo relativamente a X ou Y'!

Moral da histéria: Estamos perante uma situagcao de multiplicidade de solugoes
optimas, mas com apenas uma solugao basica admissivel 6ptima !

Sabemos, assim, que ( X*, Y*)=(5/3, 23/6 ) com F*=12. Sabemos ainda que de
entre as variaveis n&o basicas do ultimo Quadro do Simplex ( F1 e F2 ) a variavel F1 deveria
ser incrementada ( isto é, F1* > 0 ) e, consequentemente, F2 continua fora da base ( ou
seja, Fo*=0).

Como F1*>0 éequivalentea -4.X*+2.Y*<1 ecomo F2*=0 se pode
escrever naforma -1.X*+2.Y*=6, aconjungéo destas duas condi¢coes é equivalente a
Y*=3+(1/2).X*

F1*>0 4. X 2. Y < S4. X2 (3+(1/2).X* )1 X*>5/3
= = =
Fo*r=0  -1.X*+2.Y*=6 Y*=3+(1/2). X* Y* =3+ (1/2) . X*

Assim, as solugdes Optimas deste problema s&o os pares ordenados ( X* , Y* ) que
verificam simultaneamente as duas condigbes X* > 5/3 e Y*=3 + (1/2) . X*. Se X*=5/3,
entdo Y* = 23/6 (trata-se da uUnica solugdo basica admissivel 6ptima deste problema); se
X* > 5/3 , entdo Y* = 3 + (1/2) . X* (tratando-se de uma solugédo nao basica admisgivel e
6ptima). De notar que, como é o6bvio, todas as solugdes Optimas estdo associacas ao
mesmo valor da fungéo objectivo, F* = 12.

& Aproveite para resolver este problema recorrendo ao Método Grafico. Podera,

assim, observar um problema com um espago de solugdes admissiveis ilimitado e
com um numero ilimitado de solugdes dptimas (sendo apenas uma dela basica).
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& Altere adequadamente a fungao objectivo de modo a que o novo problema

admita apenas uma unica solucdo 6ptima (que, sendo Unica, sera obrigatoriamente
basica).

Terminaremos a apresentacao do Algoritmo Simplex Primal com a resolugédo de uma
variante do anterior problema de Programacéo Linear:

Maximizar F= 2. X+3.Y
sujeito a:
-4 . X+2.Y < 1
-1.X+2.Y < 6
X,Y=>0
X Y F1q F2 T.l. Aj Quadro
F1q -4 2 1 0 1 1/2 <« Inicial
Fo -1 2 0 1 6/2 X=0;Y=0
F 2 -3 0 0 0 A=1/2 F=0
T
X Y Fq F2 T.l. Aj 12 Iteragao
Y -2 1 1/2 0 1/2 —
Fo 3 0 -1 1 5 5/3 « X=0;Y=1/2
F -8 0 3/2 0 3/2 A=5/3 F=3/2
0
X Y F1 F2 T.1. Aj 12 Iteragao
Y 0 1 -1/6 2/3 23/6 —
X 1 0 -1/3 1/3 5/3 — X*=5/3 ; Y* = 23/6
F 0 0 -7/6 8/3 89/6 A=7? F*=89/6
0 Sol. ndo 6ptima

Observemos o que se passou na resolugao deste problema: inicialmente analisou-
-se a origem do referencial ( X ,Y )= (0, 0) com F = 0, constatando-se nao se tratar da
solugcdo optima. Com a entrada de Y para a base, passou-se, entdo, para ( X , Y ) =
=(0,1/2)com F = 3/2, que ainda nao corresponde a solugédo 6ptima. De seguida, entrou
X para a base, passando-se a ( X, Y )=(5/3, 23/6 ) com F = 89/6, tendo-se verificago que
ainda ndo se tratava de uma solugdo optima. Quando vamos investigar qual a variaval que
devera sair da base para ceder o seu lugar a F1, constatamos que nem X nem Y limitam o
aumento de F1 ! Ou seja, a solugcado deste problema é indeterminada, ja que a iungao
objectivo podera aumentar de valor indefinidamente !

& Moral da histéria: Estamos perante um espago de solu¢ées admissiveis ilimitado

e sem uma solugao 6ptima do problema determinada, ja que a funcao objectivo podera
aumentar de valor indefinidamente ! (O que podera constatar facilmente através da
resolugao grafica).
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